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试卷综合评价分析的数学模型
摘要

本文解决的是试卷综合评价问题，基于对试题质量标准的理解，结合综合评优、图

形分析等方法，建立分层模型、灰色系统模型，对 2006 年至 2009 年数学一考研试题进

行评价，对 2003 年至 2009 年数学一考研试题的命题规律进行分析。

对于问题一：首先结合大纲和试题确定考研数学一的深度值、广度值和技术性指标，然

后根据专家评定、数据统计、小组预测给出标准试卷的各项标准值，确立历年试卷与标

准试卷的数据对比关系，后建立分层模型，分别计算出试卷的深度、广度、技术性以及

综合质量。结果如下表：

对各项指标分析：深度均偏高但幅度很小；广度基本吻合标准；技术性均偏低但波动不

大；综合评分均高，保持在一恒定范围。

对于问题二：基于问题一方法、结果的进一步应用，求得 2003 年到 2009 年的各项指标，

后用灰色系统模型计算出 2010 的度深度值、广值和技术性指标以及综合质量，从而运

用 MATLAB 软件分别绘制 03 年到 10 年的质量变化图和深度权向量、广度权向量、技术

性权向量的变化图。其变化如图：

权向量图

评价指标

年份
相对于标准试卷的权向量

综合评分
深度 广度 技术性

2006 1.03 1.01 0.95 98

2007 1.07 1.00 0.93 98

2008 1.04 1.00 0.91 96

2009 1.05 1.00 0.95 98
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关键字： 考研数学一 分层模型 灰色系统模型 图形分析

1、问题重述

各种考试对于试卷质量的要求非常严格。如何保证试卷的质量，确保考试的公正、

高效、合理，是命题人和考生都特别关注的事情。不同的考试有不同的要求, 考试的方

式和内容也有所不同,而考试的目的如水平考试、 选拨考试、竞赛考试等对试题的要求

也不尽相同, 因此, 评价试卷质量的标准也各不相同。考研是一项选拔性考试，科目数

学一又有别于其他科目。结合考试大纲和试题，运用定性和定量相结合的方法，确立试

卷的质量标准，对历年考研数学一试卷进行评价，并分析命题的规律性，是总结以往试

卷质量，改善今后试卷质量的重要措施。基于以上分析和探讨，给出历年考研数学一的

试题，在参考考试大纲的基础上，提出两个具体问题：1.结合大纲要求，对 2006 年到

2009 年的考研数学一试题进行定量分析评价；2. 总结以往的考试规律，对 2003 年到

2009 年考研数学命题的规律性进行分析。

2、问题分析

试卷质量的综合评价和命题的规律性分析分别属于评价问题和预测问题。鉴于试卷

评价的层次性和复杂性，我们选取层次模型加以分析，而对于试卷命题的规律性分析，

我们运用灰色系统模型和数学软件加以解决。就考研数学一试卷本身来看，知识面有高

等数学、线性代数、概率统计三个部分组成，难易程度有难、中、易三个层次，题型有

选择题、填空题、综合题三种，而综合性和知识覆盖面也是重要的隐含信息。从而，我

们对所要解决的两个问题具体分析如下：

针对问题一：试卷质量的评价标准受到多方面因素的影响，具体总结为深度、广度

和技术性三个层面，而在试卷的命题过程中，三者的权重同等重要。其中深度与每套试

卷中难、中、易三类题的分值大小相关；广度与高等数学、线性代数、概率统计所占分

值相关，技术性则包括覆盖面、综合性、题型比例，其中题型比例由选择题、填空题、

综合题所占分值决定。在此基础上，通过试卷与大纲的综合分析，对各影响因素给出决

定比值，从而依据各因素的相互影响因素建立分层模型，综合得出 2006 年到 2009 年试

卷的综合评定值。通过所得值与标准值的比较，确定试卷质量。

针对问题二：首先进行定量分析：在问题一中，计算出 2006 年到 2009 年考研数学

一试卷的深度值、广度值、技术性指标以及综合质量值，通过进一步计算，我们得到 2003

年到 2009 年的深度值、广度值、技术性指标以及综合质量值。运用灰色模型对 2010 年

深度值、广度值、技术性指标分别加以计算、预测，对质量结合问题一进行计算。然后

进行定性分析：根据 2003 年到 2010 年各项值，运用数理统计方法找出其变化规律并用

MATLAB 软件作图，分析规律。

3、模型假设

1) 假定自 2003 年起考试大纲没有大的变动；

2)标准试卷的各项指标为最优；

3)学生能力大致符合正态分布；

4)专家对问题的难度估计无误；

5)各个指标的定权无误；

6)深度、广度和技术性指标能被文中要素全面反映。
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4、符号说明

序号 符 号 符 号 说 明

1 )0(X 原始序列

2 )0(X̂ 为相应的模拟误差序列

3 )1(X 将原始数据累加生成德序列

4 )()1( KX 将原始数据作累加生成，第 K个累加生成为元素

5 )()0( KX 表示深度权向量中第 K套试卷与标准试卷的比值

6 )1(X̂ 表示相应的模拟序列

7 )(ˆ )1( kx 为相应的模拟值

8 )1(Z 对 )1(X 作紧邻均值生成的序列

9  X 与 X̂ 的灰色关联度

10 1z 、 2z 、 3z 分别表示试卷的深度、广度和技术性

11 11y 、 12y 、 13y 分别表示试卷中的基本题、中等题、难题

12 )( iZ yW
i iy 对 iz 的权向量

13 2iy
（i=1,2,3）

依次表示高数、线性代数、概率

14 710 , xxx  分别表示标准试卷，03 年试卷...09 年试卷

15 1
( )y i

W X X 对 1iy （i=1,2,3）的权向量

16 2
( )y i

W X X 对 2iy （i=1,2,3）的权向量

17 3
( )y i

W X X 对 3iy （i=1,2,3）的权向量

18 ( )zi
W X X 对 iZ 的权向量

19 ( )W X 试卷质量的权向量
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5、模型的建立与求解

5.1 模型准备

参照大纲、结合试题，对 2003 年到 2009 年考研数学一试卷的深度值、广度值和技

术性指标分别统计如下：

表 5.1：零三年到零九年考研数学的深度值
深度

年份
难

（分值）

中

（分值）

易

（分值）
总分

2003 32 69 49 150

2004 36 73 41 150

2005 31 70 49 150

2006 35 72 43 150

2007 34 75 41 150

2008 33 74 43 150

2009 34 76 40 150

分析： 1.难、中、易三类题在历年试卷中所占分值基本稳定

2.难、中、易三类题的比例基本符合 34：72：44

表 5.2: 零三年到零九年考研数学的广度值

分析： 1.高等数学、线性代数、概率统计在历年中占分值基本稳定

2.高等数学所占比重最大

3. 三者所占分值比例基本为 68：32：32

广度

年份
高等数学

（分值）

线性代数

（分值）

概率统计

（分值）
总分

2003 90 30 30 150

2004 90 30 30 150

2005 90 30 30 150

2006 90 30 30 150

2007 82 34 34 150

2008 82 34 34 150

2009 82 34 34 150
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表 5.3: 零三年到零九年考研数学的技术性指标

说明： 1.覆盖面的满分值为 10

2.综合性的满分值为 10

3.题型比例的综合评分满分为 10

分析：技术性指标中覆盖面、综合性、题型比例各项值均稳定

5.2 模型建立的建立、求解

5.2.1 问题一模型：

5.2.1.1 建立分层模型结构简图如下：

技术性

年份

各项技术评分

覆盖面

（评分）

综合性

（评分）

题型比例

选择题

（分值）

填空题

（分值）

综合题

（分值）
评分

2003 8 9 24 24 102 8

2004 9 5 32 24 94 10

2005 8 10 32 24 94 10

2006 9 9 32 24 94 10

2007 9 9 40 24 86 9

2008 9 8 32 24 94 10

2009 9 9 32 24 94 10
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u

x0 x7x6x5x4x3x2x1

y11

Z1 Z2 Z3

y12 y13 y21 y22 y23 y31 y32 y33

图 1 模型简图

5.2.1.2 建立模型

5.2.1.2.1 确立标准深度

设试卷的深度、广度、技术性分别为 1z 、 2z 、 3z ，它们对评价试卷的质量是同等重要的。因

此对试卷评定的权向量为
( )w z = (0.33,0.33,0.33)

T
.

试卷中的基本题、中等题、难题分别表示为 11y 、 12y 、 13y ，则令 1y ={ 11y ， 12y ， 13y }，对于

一套标准试卷来说，比较适宜的难度比例应该是 30：50：20. 1y 对 1z 的成对比较矩阵为 A， 1y 对 1z
的权向量为 11

( )zW y ，则：

A=

1.00 0.6 1.5
1.67 1 2.5
0.67 0.4 1

 
 
 
  

将 A按行求和取算术平均值, 再归一化得 11
( )zW y = (0.2,0.5,0.3)T

5.2.1.2.2 确立标准广度
在对试题的广度进行分析时，我们分别从高数、线性代数和概率三个方面的出题情况进行考虑。

2iy （i=1,2,3）1、2、3依次表示高数、线性代数、概率

根据最近大纲的规定，此三部分的比例应为 56：22：22比较恰当。

22
( )zW y = (0.56,0.22,0.22)T

5.2.1.2.3 确立标准技术性指标
在技术性方面的三个指标中，依据它们对试卷质量的的重要性对它们进行定权为覆盖面：题类：

综合试题指标=5：3：4.
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33
( )zW y = (0.41,0.26,0.33)T

5.2.1.2.4 确立历年试卷与标准试卷的数据对比关系

从 1x 到 7x 表示从 2003年到 2009年， 0x 表示标准试卷。它们在各项评定标准中的得分或者数据

应该如下表所示：

表 5.4 2003 年到 2009 年考研数学一在各项评定标准中的数据或得分

说明：1.标准深度（易、中、难比例）为 30：75：45

2.标准广度（高数、现代、概率的比例）为 84：33：33

3.标准技术性中覆盖面、综合性、题型比例均为 10

5.2.1.3 模型求解

令 X={ 0x , 1x , 2x , 3x , 4x , 5x , 6x , 7x }

先求出 X 对 1iy （i=1,2,3）的权向量

1
( )y i

W X =

0.11 0.13 0.13
0.12 0.12 0.14
0.14 0.13 0.12
0.12 0.12 0.14
0.13 0.12 0.12
0.13 0.13 0.12
0.12 0.13 0.12
0.13 0.13 0.11

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

再求出 X对 2iy （i=1,2,3）的权向量

评定标准

试卷（年）

深度 广度 技术性

易 中 难 高等数学 线性代数 概率统计 覆盖面 综合性 题型比例

y11 y12 y13 y21 y22 y23 y31 y32 y33

标准 x0 30 75 45 84 33 33 10 10 10

2003 x1 32 69 49 90 30 30 8 8 9

2004 x2 36 73 41 90 30 30 9 10 8

2005 x3 31 70 49 90 30 30 8 10 10

2006 x4 35 72 43 90 30 30 9 10 9

2007 x5 34 75 41 82 34 34 9 9 9

2008 x6 33 74 43 82 34 34 9 10 8

2009 x7 34 76 40 82 34 34 9 10 9
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=
2
( )y i

W X

0.12 0.13 0.13
0.13 0.12 0.12
0.13 0.12 0.12
0.13 0.12 0.12
0.13 0.12 0.12
0.12 0.13 0.13
0.12 0.13 0.13
0.12 0.13 0.13

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

最后求出 X对 3iy （i=1,2,3）的权向量

3
( )y i

W X =

0.14 0.13 0.14
0.11 0.10 0.13
0.13 0.13 0.11
0.11 0.13 0.14
0.13 0.13 0.13
0.13 0.12 0.13
0.13 0.13 0.11
0.13 0.13 0.13

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

设 X对 1z 的权向量为 ( )zi
W X ，则 ( )zi

W X = （
1
( )y i

W X ，
2
( )y i

W X ，
3
( )y i

W X ） ( )z ii
W y 。

经计算得：

1
( )zW X =

 0.34,0.33,0.33 T

；

2
( )zW X =

 0.34,0.33,0.33 T

；

3
( )zW X =

 0.5,0.3,0.4 T

。

X对试卷质量的权向量
( )W X

= （
1
( )y i

W X ，
2
( )y i

W X ，
3
( )y i

W X ）W（z）
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W (X) =

0.1240 0.1244 0.1367
0.1240 0.1256 0.1117
0.1310 0.1256 0.1250
0.1240 0.1256 0.1241
0.1230 0.1256 0.1300
0.1280 0.1244 0.1267
0.1250 0.1244 0.1250
0.1260 0.1244 0.1300

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

0.33
0.33
0.33

 
 
 
 
 

=  0.1284 0.1204 0.1272 0.1246 0.1262 0.1264 0.12 48 0.1268 T

得出此向量后即得出了模型评价的综合指标。根据这个指标数据的比例关系可以得

出从 2006 年到 2009 年这四年间考研数学题目的质量得分：
( )iW x 分别为 98、98、96、98 （i = 4,5,6,7）

对于一份试卷的质量来说，我们不能只看综合指标，由于三个因素间可能会互补，

因此我们分别看三个指标：

对于深度来说所得的深度的权向量为：

 1 1.03 1.09 1.03 1.03 1.07 1.04 1.05 T

；

对于广度来说所得的权向量为：

 1 1.01 1.01 1.01 1.01 1 1 1 T

；

对于技术性来说所得的权向量为：

 1 0.82 0.91 0.91 0.95 0.93 0.91 0.95 T

.

5.2.2 问题二模型

定量分析：

5.2.2.1 运用灰色系统模型对 2010 年考研数学一的深度权向量进行预测

设 X（0）（k）表示深度权向量中第 k套试卷与标准试卷的比值。则可得

原始序列：
)}7(),6(),5(),4(),3(),2(),1({ )0()0()0()0()0()0()0()0( XXXXXXXX 

={1.033,1.092,1.033,1.025,1.067,1.042,1.050}

)}7(),6(),5(),4(),3(),2(),1({ )1()1()1()1()1()1()1()1( XXXXXXXX 
={1.033,2.125,3.158,4.183,5.250,6.292,7.342}

对 )1(X 作紧邻均值生成，令
)1(5.0)(5.0)( )1()1()1(  kxkxkZ

)}7(),6(),5(),4(),3(),2(),1({ )1()1()1()1()1()1()1()1( ZZZZZZZZ 
= {1.033,1.579,2.6415,3.6705,4.7165,5.771,6.817}
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于是，









































1
1
1
1
1
1

)7(
)6(
)5(
)4(
)3(
)2(

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(

Z
Z
Z
Z
Z
Z

B =


































1
1
1
1
1
1

817.6
771.5
7165.4
6705.3
6415.2
579.1

,Y=



























)7(
)6(
)5(
)4(
)3(
)2(

)0(

)0(

)0(

)0(

)0(

)0(

X
X
X
X
X
X

=

























050.1
042.1
067.1
025.1
033.1
092.1














0000.61955.25
1955.259646.124

BBT











0869.12191.0
2191.00522.0

)( 1BBT











3090.6
4189.26

YBT

、

  




















0677.1
0039.01 YBBB

b
a

a TT

白化方程为： 0677.1)1(
)1(

 ax
dt
dx

及时间响应公式：

a
be

a
bxtx at  ))0(()(ˆ )1()1(

= 769.273736.272 0039.0   ke
求 )1(x 的模拟值

 )7(ˆ,),2(ˆ),1(ˆˆ )1()1()1()1( xxxX 

={1.033, 2.0946，3.1521，4.2054, 5.2547, 6.2998, 7.3409 }

还原出 )0(x 的模拟值由

)(ˆ)1(ˆ)1(ˆ )1()1()0( kxkxkx  得












)7(),6(),5(ˆ),4(ˆ),3(ˆ),2(ˆ),1(ˆˆ )0()0()0()0()0()0()0()0( xxxxxxxX

={1.033, 1.0616, 1.0578, 1.0533 , 1.0493, 1.0451, 1.0411}
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计算 x与


x 的灰色关联度 ：

))1()7((
2
1)1()1((

6

2
xxxkxS

k
 



= 0.1025

)1(ˆ)7(ˆ(
2
1)1(ˆ)(ˆ(ˆ

6

2
xxxkxS

k
 



=0.10615

   



6

2
))1(ˆ)7(ˆ())1()7((

2
1))1(ˆ)(ˆ())1()((ˆ

k
xxxxxkxxkxSS

=0.00365

2123.1
20865.1

00365.010615.01025.01
10615.01025.01

ˆˆ1

ˆ1











SSSS

SS


=0,997>0.90
精度为一级，关联度为一级，可用






 

)(ˆ)1(ˆ)1(ˆ
769.273736.272)1(ˆ

)1()1()0(

0039.0)1(

kxkxkx
ekx k

进行预测

)}8({ˆ )1(


 xX = 8.378

)7()8()}8({ˆ
)1()1()0(

)0(


 xxxX

=1.0371

所以可知 2010 年考研数学一的深度权向量为 1.0371。

5.2.2.1 广度权向量、技术性权向量以及质量的计算

运用问题二中灰色模型同理可推算出 2010 年考研数学一的广度权向量、技术性权向量

分别为：1.04 、 1.00。

运用问题一分层模型可以计算出 2010 年考研数学一的质量值为 93.6

则 2003 年到 2009 年深度权向量、广度权向量、技术性权向量以及质量的指标或分值如

下表：
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表 5.5 :2003 年到 2010 年考研数学一各项评价结果
评价指标

年份
相对于标准试卷的权向量

综合评分
深度 广度 技术性

2003 1.03 1.01 0.82 93.7

2004 1.09 1.01 0.91 99

2005 1.03 1.01 0.91 97

2006 1.03 1.01 0.95 98

2007 1.07 1.00 0.93 98

2008 1.04 1.00 0.91 96

2009 1.05 1.00 0.95 98

2010 1.04 1.00 0.94 93.6

定性分析：

运用 MATLBA 软件对 2003 年到 2010 考研数学一的深度权向量、广度权向量、技术

性权向量进行整体分析，从而得出权向量变化规律图：

图 2 权向量变化规律图
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质量变化图：

图 3 质量变化图

6、模型结果的分析
6.1 模型一

对 2006 年到 2009 年考研数学一质量分析互发现，几乎保持在同一水平，2008 年稍

略于其他三年。说明考研试卷的整体质量高。

对于三个指标，我们不需要通过打分来具体分析，只需要通过数值来定量分析即可。

我们统计了七年的数据，再次我们只需要分析最后一年的数据，各个权向量的第一

个元素是标准试卷的相应指标值，将此值归一化以便能更明晰地分析各个指标。从而从

各个指标的变化来分析试卷。

首先，深度指标是大于一的，说明历年出题的难度略微偏难，不过鉴于考研属于选

拔性考试而指标数值也只是略微偏大，所以在可以接受的范围内。在这四年内，2006

年的试题最接近于标准值，在难度的控制上比其它三年略胜一筹，而 2007 年的难度较

大。

其次，广度的契合度都很好，基本上没有什么偏差，说明出题人对于大纲出题范围

和各个学科出题比例的把握都相当到位。

最后对于技术性来说，虽然各个偏差都在一定的范围内可以接受，但是各年还是有

明显差别 2006 年和 2009 年的技术性较好，而其他两年的技术性略差。

6.2 模型二

6.2.1 定量计算结果分析

本题在对 10年试卷预测时，采用了深度、广度和技术指标权向量中 03年到 09年
与标准试卷的比值作为各项指标的度量标准，将标准试卷中各项指标标准取 1。利用灰
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度预测，得到 10年的深度、广度和技术指标值分别为 1.0371、0.9959、0.9366，各项指

标灰色关联度分别为 0.997,0.9998和 0.994，均大于 0.9，说明精度为一级，关联度为一

级，估计值可以用。根据估计可知，10年试卷的各项指标和标准试卷的差别很小，说明

10年的试卷和标准试卷很接近。

6.2.2 对定性分析的结果图 2（权向量变化规律图）和图 3（质量变化图）进行分析

图 2
根据历年试题的各项指标的示意图可以看出，广度的分布基本上没有变化，这说明

出题人对于高考各部分的出题分量的把握是相当恰当的。

对于试题的深度也即试题的难度来说，把握起来还是有一定的困难的，所以会出现

有一定规律的波动现象，这是因为命题专家在参考了上一年的试题答题情况和难度情况

后，都会适当的调整试题的难度以便于试题更符合大纲的要求，更能反映学生的真实水

平。

对于试题的技术含量来说，整体上呈现上升的趋势，而在近几年则维持在比较高的

水平上起伏不大了，这是因为随着教育的改革，我国教育体制不断完善，而因为多年考

研经验的积累，也使命题专家更能提高试题的技术含量，使研究生入学考试的试题得到

不断完善，是试题的可信度和稳定性越来越强。

图 3
从试题的综合质量指标来看每一年都有波动，尤其以 2003 年和 2010 年为甚。出现

此情况的原因是 2003 年试题的大纲和以后的大纲有一些变动，而我们在模型假设的时

候是以大纲不变动作为基础来评价的。而 2010 年的指标是预测出来的，虽然在误差范

围内，但是主观因素还是比较强，所以偏差较大。而中间几年的试题综合质量指标是令

人满意的，都能维持在一个较高的水平上而又有略微的浮动。

7、模型的评价与推广
结合问题 1、2对所建模型加以评价和推广：

7.1 模型评价

优点：1.化繁为简，化模糊为清晰。通过试题来从定量和定性两个方面来评价试卷的质

量不是一个简单的过程，因为它并没有提供可供利用的直接数据，我们不能直接通过成

绩分布来确定试题的质量所以评价的方法就相当模糊。而我们通过运用层次分析法，引

入三个跟试题质量有关的指标深度、广度和技术性来定量评价试题的质量。试题的深度、

广度和技术性可以通过试题和考试大纲来确定题目质量的好坏，虽然在一定程度上说是

有主观色彩在里面的，但是却大大降低了定性和定量分析的难度，并在一定的范围内可

以分析和预测试题。

2.统计样本少。在第二问中，我们运用的是灰度分析预测模型，运用灰度模型的

最大优点就是所需样本比较少，因为灰度模型就是对小样本分布的预测分析，而对于考

研试题来说，我们本身不可能收集到太多数据，因此用函数拟合的方法是不太现实的。

而运用灰度模型既在一定程度上保证了预测的准确性又大大减少了所需样本的数量。

缺点：由于我们实现并不了解试题的各项权威数据，所以在做定量分析的时候有主观因

素在里面，就针对我们这次所建立起来的模型来说，虽然经过三个人的判断，但最终结

果还是不很理想。很大一部分因素是我们的主观性较强。而我们还没有做考研数学的复

习，虽然以前学过这些知识，可是由于时间流逝而淡忘和考研和平时做题深度不一样的

原因，偏差还是比较可观。

7.2 模型的推广
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本次我们运用的是层次分析法和灰度预测模型，这两种模型的结合运用主要体现在

小样本多因素多层次的样本问题的分析和预测的解决中。比如各种教育系统试题分析和

产品上市前对市场的预分析等等。这种模型能较好的解决此类评价和预测问题。虽然主

观性比较强，但是如果召集对本行业比较有经验的专家来进行分析确定指标的话，评价

和预测效果还是相当不错的。
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